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دٍ  A  ٍBلغغ وشدُ است. ًشبى دّیذ اگش ًمابط   M  ٍNگزشتِ ٍ آى سا دس ًمبط  C1ی  دایشُ اص هشوض C2ی  دایشُ فشض وٌیذ

Aثبشٌذ، C2ی  دایشُ ثب AM  ٍBNّبی  هحل تمبعغ خظ C1 ٍA ٍBاص  یدلخَاّسش لغش  B ی  دایشُ ثشاثش شؼبعC1.است 
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Pثب ضشایت حمیمی  ّبی یا چٌذجولِی  ّوِ x y( ,  حمیمی داشتِ ثبشین: x  ٍyسا ثیبثیذ وِ ثشای ّش  (

P x y x y P x y( , ) ( , )2 
 

3- 
 

)kستبسُ  kّبی صهبًی هختلف، لبثل سٍئیت ّستٌذ. فشض وٌیذ اص ثیي ّش  ّبی آسوبى، دس ثبصُ ستبسُ ،دس عَل شت  وان  دسات  1(

kتَاًین  حظِ دس آسوبى دیذ. ًشبى دّیذ هیتَاى دس یه ل سا هی یشبىدٍتب  وِػىس دس لحظبت هختلف اص سشتبسش آسوبى ثگیشین  1

ام دس آساوبى دیاذُ   i ی ّب هتٌبّی اسات. لحظابتی سا واِ ساتبسُ     ّب دیذُ شَد. )تؼذاد ستبسُ دس یىی اص ػىس ون دستّب،  ّش وذام اص آى ستبسُ

ثستِ  ی شَد ثبصُ هی
i i
a b[ , ثٌبهیذ وِ دس آى [

i i
a b.) 
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mnٍجاَد داسد واِ    nی ػذد عجیؼای هبًٌاذ   ّتش اص یه است. ثبثت وٌیذ تٌْب هتٌب ثضسي mالف( ػذد عجیؼی  mثاش   1 n 
 پزیش است.  ثخش

mة( ثااشای اػااذاد عجیؼاای هتواابیض  n,  ی ، ثبثاات وٌیااذ دًجبلاا2ِ
k

a a a( , ,..., )0 تااش اص دٍ هَجااَد اساات وااِ  اص اػااذاد عجیؼاای ثااضسي 1

k
a n a m, 0

iٍ ثشای ّش    k, ,...,0 1  داسین: 1

i i i i
a a a a|1 1 1 
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وِ   Mّبی سٍی دایشُ، هبًٌذ ای لشاس داسًذ. ًشبى دّیذ تؼذاد ًمغِ ثب ّویي تشتیت سٍی دایشُ A ،B ،C  ٍDًمبط  

MA MD

MB MC
 

 ّب ثش ّن ػوَد ّستٌذ. لغشّبی چْبسضلؼی حبصل اص آى ًمغِ ػلاٍُ ثِچْبستبست ٍ 
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وٌذ. ثؼاذ ساِ    ٍسٍ هی وٌذ. سپس دٍ وتبة ثبلایی سا پشت ٍسٍ هی اًذ. فشدی اثتذا وتبة ثبلایی سا پشت تؼذادی وتبة سٍی ّن لشاس گشفتِ

 وٌذ. ثبثت وٌیذ پس اص وِ ثِ آخشیي وتبة سسیذ ّوبى وبس سا اص اثتذا ششٍع هی یياصا پس. آخش یالذ ٍ ٌو سٍ هی ٍ  تاشابة ثبلایی سا پوت

 .گشدًذ ّب دلیمبّ ثِ ّوبى ٍضؼیت اٍل ثشهی جبیی، وتبة جبثِتؼذادی 
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MAگزاسی وٌیذ. وبفی است ًشابى دّاین    ًبم oسا  cی  دایشُ هشوض OB' صیاشا دس ایاي صاَست چْبسضالؼی هحابعی ثاب سئاَ          '

AO M, ,  ٍB د ٍ دس ًتیجِ آى  بٍییه رٍصًمِ هتس ' ذ ثَ اَّ MOالسبلیي خ A B' اَصی ٍ حىن ثبثت هی ' MAشَد. ثشای اثجبت ت ' ٍ 

OB  ّن داسین: '

OMA OAM BAM BNM B NM B OM B O MA' ' ' ' 
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 داسین:ی  هسئلِ ثب دٍ هشتجِ استفبدُ اص فشض

x y x y x y x y
x y x y x y

p x y p p p( , ) ( , ) ( , ) ( , )2 2 2 22 4 4
2 2 2 2 2 2

 

i ی حبل دلت وٌیذ وِ اگش ضشیت جولِ jx y دسp x y( , ثبشاذ، ضاشیت آى دس   A ثشاثش (
x y
p( , )4
2 2

iثشاثاش    jA4 اسات ٍ ثٌابثشایي دس    2

iثبیذ  ًب صفشجولات ثب ضشیت  j pثبشذ، یؼٌی  2 x y( , y ی  تَاًذ شبهل سِ جولِ هی ( x,2 2  ٍxy .ثبشذ 

pاگش  x y x bxy cy( , ) 2  خَاّین داشت: ی هسئلِ صَست ی ثب تَجِ ثِ ساثغِ ،2

p x y x bxy cy p x y x y b c x c xy c b y( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 2 2 2 
cپس  b b c( ) ,2 2 2  ٍc b c2  ِشَد یهوِ اص ّش سِ ًتیج b c ِثبیذ ای جَاة  پس چٌذجول

p ثِ فشم x y b c x bxy cy( , ) ( ) 2  وٌذ. فشق هی ی هسئلِ صَستای دس  تَاى چه وشد وِ ایي چٌذجولِ هی یساحت ثِثبشذ وِ 2
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تشیي ػذد دس ثایي   وَچه b1وٌین. ثشای گبم استمشا فشض وٌیذ  وٌین. پبیِ استمشا دس پبیبى ثبثت هی ثبثت هی kحىن سا ثِ استمشا سٍی 

i
b ی  ثبصُ هشثَط ثِ ی تبسُوٌین اگش س ثبشذ. ادػب هیb,1  ّبیی وِ ثب ستبسُی  ّوِ ًبهین( ٍ هی 1 ی ستبسُ  حل )وِ آى سا دس عَل ساُ 1

kهبًذُ ٍ  ّبی ثبلی ثشای ستبسُی  هسئلِ اًذ سا دس ًظش ًگیشین، فشض ای دس آسوبى دیذُ شذُ آى لحظِ kثشلشاس است. ثشای ایي هٌظَس  1 1 

kاًذ. ایي  دس آسوبى ًجَدُ 1ای ثب ستبسُ  ّبیی دس ًظش ثگیشیذ وِ دس ّیچ لحظِ سا اص ثیي ستبسُ دلخَاُ ی ستبسُ ، 1ثِ ّوشاُ ستبسُ  ی ستبسُ 1

k 1شاًَذ. دلات وٌیاذ واِ ساتبسُ       ّن دیاذُ های   ّب دس آسوبى ثب ای ٍجَد داسد وِ دٍ تب اص آى لحظِی  هسئلِ ستبسُ ّستٌذ، پس عجك فشض 

kتَاًذ دس ثیي ایي دٍ ستبسُ ثبشذ،  پس دس ًْبیت دس ثیي  ًوی شذًذ واِ دس یاه صهابى دس آساوبى  ابّش       ستبسُ اٍلیِ دٍ ستبسُ یبفت هی 1

kثشای ی  هسئلِ ثَدًذ ٍ فشض kتَاى  ستمشا هیثشلشاس است. حبل عجك ا 1  1ّبیی وِ ثب ساتبسُ   ستبسُی  ّوِ وِ یعَس ثِػىس گشفت  2

 1ّبیی وِ ثاب ساتبسُ    ستبسُی  ّوِ ّن ػىسی ثگیشین، b1ّب دیذُ شًَذ. حبل اگش دس لحظِ  دس یىی اص ػىس ون دستاًذ،  دس آسوبى دیذُ ًشذُ

تشیي همذاس دس ثیي  وَچه b1شًَذ، چشا وِ  اشتشان داسًذ دس ایي ػىس دیذُ هی
i
b   دیگاشی واِ ثاب   ی  ثابصُ  فشض شذُ ثَد ٍ لازا ّاشb,1 1 

 ثبشذ. b1اشتشان داسد، ثبیذ شبهل 

تاشیي ػاذد دس ثایي     وَچاه  b1وٌذ. دس ایي حبلت ّن فشض وٌیاذ   استمشا، استذلال لسوت پبیبًی ثٌذ ثبلا وبس هی ی دس هَسد پبیِ
i
b   .ّاب ثبشاذ

حضَس ّاش ساتبسُ دیگاشی    ی  ثبصُ ثب ّن اشتشان داسًذ، پس ثبیذحضَس ّش دٍ ستبسُ دس آسوبى ی  ، ثبصُعجك فشض استمشا دس ایي حبلت اصآًجبوِ

)bثبشذ ٍ ثٌبثشایي اگش دس ایي لحظِ  b1شبهل   شًَذ. ّب دس آى دیذُ هی ستبسُی  ّوِ ػىسی ثگیشین 1(
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 الف. 

m n mn
m n m

m n m nm
2

2

1
1 

mپس  n ػلیِ  ثبیذ همسَمm2 m2ثبشذ. اهب  1  شًَذ. چٌیٌی یبفت هی ػذد ایي بّیػلیِ داسد ٍ لزا هتٌ ی همسَمّتٌْب هتٌب 1

m آًگبُدٍ ػذد فشد هتَالی ثبشٌذ،  m  ٍnاثتذا دلت وٌیذ وِ اگش  .حل اٍل ة. ساُ n mn تاَاى   ثب تَجِ ثِ هتمبسى ثَدى ساثغِ هی 1

nفشض وشد  m ی تَاى چه وشد وِ دًجبلِ هی یساحت ثِ. دس ایي صَست  

m m m m m n n n n( , ), , ,..., , , )2 21 2 1 2 3 2 1 1 
 وٌذ. سا ثشآٍسدُ هیی  هسئلِ ششط

mحل لجلی است. تٌْب دلت وٌیذ واِ اگاش    ِ ساُبثشهحل ّن وبهلاً  حل دٍم: ایي ساُ ساُ n3  ُ m آًگاب m n n2 21 1 .

  ی دیذ وِ دًجبلِ یساحت ثِتَاى  پس هی

m m m m m m m n n n n n( , , , ,..., , , )2 2 2 2 21 1 3 3 1 
 سا داسد.ی  هسئلِ ّن ششایظ
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 .وٌین اثتذا یه لن هؼشٍف سا ثبثت هیی  هسئلِ ثشای حل ایي

 ثبشذ. ًشبى دّیذ وِ Rهحیغی آى ثشاثش ی  دایشُ ثَدُ ٍ شؼبع sبحت اداسای هس، b,  ٍcلاع ثِ عَل لن. فشض وٌیذ هثلثی ثب اض

RS bc4. 

 ّب داسین:    سیٌَ ی ثبشذ، دس ایي صَست ثب تَجِ ثِ لضیِ سٍ ثِ ضلغ  سٍثِی  صاٍیِ Aفشض وٌیذ  .اثجبت

S bc A bc RS bc
R

sin
1 1

4
2 2 2

 

ّبی  ثگیشیذ. عجك لن ثبلا دس هثلثی  دایشُ سٍی دلخَاُای  سا ًمغMِثبشذ.  AC  ٍBDهحل تمبعغ  Lاصلی فشض وٌیذ ی  هسئلِ حبل دس

ABC  ٍBMD شؼبع( :سا ثشاثش ی  دایشُ داسینR ّب سا ثب  گشفتین ٍ هسبحت هثلثS ًوبیش هی ).دّین 

AMC BMD
MAMC AC RS MBMDBD RS. . . , . . .4 4   

 تَاى ًتیجِ گشفت: صذق وٌذ، هیی  هسئلِ دس ششط ی  ًمغِ اگش

AMC

BMD

S AC
MAMC MBMD

S BD
. . 

 ACای وِ دٍ خظ  سبص یىی اص چْبس صاٍیِ ثبیذ سٍی ًین یجِدسًتثبیذ ثشاثش ثبشذ ٍ  AC  ٍBDخظ  اص دٍ پبسُ Mی ی ًمغِ فبصلِثٌبثشایي 

 ٍBD ثب تَجِ ثِ ًتابی    یساحت ثِوٌٌذ وِ  لغغ هیی  ًمغِ 4سا دس ی  دایشُ سبص وٌٌذ، ٍالغ است. حبل دلت وٌیذ وِ ایي چْبس ًین ثب ایجبد هی

 ّستٌذ. ی هسئلِ صَستدس  شذُ خَاستِی  ًمغِ 4، ّوبى چْبس ًمغِتَاى چه وشد ایي  ثبلا هی
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nّب حذاوثش  ثگیشیذ. دلت وٌیذ وِ تشتیت وتبة nّب سا ثشاثش تؼذاد وتبة ثب تَجاِ ثاِ    ػلاٍُ ثِتَاًذ ثِ خَد ثگیشد.  حبلت هختلف هی !

nnتِ ثبشذ حذاوثش َاًذ داشات ّش وتبة دٍ ٍضؼیت هی وِ یيا nثؼذ اص  است. هحتول ّب آسایش هختلف ثشای وتبة 2! n n, ,3 2 ... ٍ 

ّب هتٌبّی دٍ هشحلِ هختلاف   ّبی هوىي وتبة ّب ًبهتٌبّی است ٍ تؼذاد آسایش ّب سا ًگبُ وٌیذ. چَى تؼذاد ایي هشحلِ جبیی ٍضؼیت وتبة جبثِ

هشحلاِ   nّاب دس   یه هشحلِ ثذاًین، آسایش وتابة  ّب سا دس ّب یىسبى است. تَجِ وٌیذ وِ اگش دس آسایش وتبة ّب دس آى ّستٌذ وِ آسایش وتبة

تاَاى   ّب یىسبى است ٍ ثب ثشگشت ثِ ػمت های  ای وِ ٍضؼیت وتبة شَد. پس ثب تَجِ ثِ دٍ هشحلِ ّب تؼییي هی لجل ثب ثشػىس اًجبم دادى ػول

 شبى ثبشذ. ّب ّوبى ٍضؼیت اٍلیِ ای سسیذ وِ ٍضؼیت وتبة ثِ هشحلِ

M


